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Â ðàáîòå ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è äëß
ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ñòàòè÷åñêèõ ôàíòîìíûõ ñêàëßðíûõ êîíôè-
ãóðàöèé ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðßäîì. Äàíà ïîëåçíàß õàðàêòåðèçàöèß âîç-
ìîæíûõ êëàññîâ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà â çàâèñèìîñòè îò òèïà
àñèìïòîòèêè ðàäèàëüíîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Íàéäåíû äîñòàòî÷íûå
óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß ôàíòîìíûõ çàðßæåííûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãåî-
íîâ è èçó÷åíû èõ ñâîéñòâà.
In this work we obtain integral formulas of the inverse problem method
for the spherically symmetric static phantom conﬁgurations. The useful
characterization of possible classes of solutions to the Einstein equations,
depending on the asymptotic type of the radial metric function, is given.
Suﬃcient conditions of the existence of phantom charged topological geons
are found and their properties are explored.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôàíòîìíîå ñêàëßðíîå ïîëå, ÷åðíàß äûðà, êðîòîâàß
íîðà, ãåîí.
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Ââåäåíèå
Íà ñóùåñòâîâàíèå ñêàëßðíûõ ïîëåé â ãàëàêòè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ è â êîñìîëî-
ãèè ðàííåé Âñåëåííîé êîñâåííî óêàçûâàþò ñîâðåìåííûå àñòðîíîìè÷åñêèå íàáëþ-
äåíèß è ýêñïåðèìåíòû â îáëàñòè ôèçèêè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Â ãàëàêòè÷åñêîé
è ñóáãàëàêòè÷åñêîé àñòðîíîìèè ïîèñêè ýêçîòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ê êîòîðûì îòíî-
ñßòñß â ïåðâóþ î÷åðåäü ÷åðíûå äûðû è êðîòîâûå íîðû [1, 2], íàõîäßòñß â ñòàäèè
èíòåíñèâíîãî ðàçâèòèß [3, 4, 5, 6, 7]. Â êîñìîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèßõ ñòàäèè
èíôëßöèè ýêçîòè÷åñêèå ñêàëßðíûå ÷àñòèöû (èíôëàòîíû), ïðèðîäà êîòîðûõ â íà-
ñòîßùåå âðåìß íåèçâåñòíà, ßâëßþòñß íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ âñåõ æèçíåñïîñîáíûõ
òåîðèé. Â ÷àñòíîñòè, øèðîêî ðàññìàòðèâàþòñß ìîäåëè ÷àñòèö ñ íåòðèâèàëüíîé
òîïîëîãèåé [8], à ñðåäè íèõ íàèáîëåå ïðîñòûìè è åñòåñòâåííûìè ßâëßþòñß òîïî-
ëîãè÷åñêèå ãåîíû [9, 10], êîòîðûå ìîãóò áûòü îáðàçîâàíû ñàìîãðàâèòèðóþùèì
ôàíòîìíûì ñêàëßðíûì ïîëåì. Ìàòåìàòè÷åñêàß òåîðèß ñòàòè÷åñêèõ êîíôèãóðà-
öèé ñ êëàññè÷åñêèì ñêàëßðíûì ïîëåì îñíîâûâàåòñß íà ìåòîäå îáðàòíîé çàäà÷è
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äëß ñàìîãðàâèòèðóþùèõ ïîëåé [11, 12, 13, 14, 15, 16, 17] (ñ ìåòîäîì îáðàòíîé
çàäà÷è òåîðèè ïîòåíöèàëüíîãî ðàññåßíèß èìååòñß ëèøü ôîðìàëüíîå ñõîäñòâî), íî
äëß ôàíòîìíûõ ïîëåé ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû ïðàêòè÷åñêè íå ðàçâèòû.
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ßâëßåòñß ðàçâèòèå ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-
âàíèß (à òàêæå èññëåäîâàíèå êîíêðåòíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé) ñòàòè÷åñêèõ
ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ñàìîãðàâèòèðóþùèõ êîíôèãóðàöèé, îáðàçîâàííûõ èç
ôàíòîìíîãî ñêàëßðíîãî ïîëß è îáëàäàþùèõ, âîîáùå ãîâîðß, ýëåêòðè÷åñêèì çà-
ðßäîì. Ðàáîòà ñîñòîèò èç òðåõ ðàçäåëîâ. Â ðàçäåëå 1 ïîëó÷åíî îáîáùåíèå èí-
òåãðàëüíûõ ôîðìóë ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è äëß çàðßæåííûõ êîíôèãóðàöèé è,
äàëåå, ïîñðåäñòâîì åñòåñòâåííîãî êîîðäèíàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèß îíè ïðèâåäåíû
ê ñïåöèàëüíîìó âèäó, íàèáîëåå ïðèñïîñîáëåííîìó äëß êëàññèôèêàöèè è èññëå-
äîâàíèß ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ôàíòîìíîãî ñêàëßðíîãî ïîëß. Â ðàçäåëå 2 èçó÷à-
þòñß ôàíòîìíûå ñêàëßðíûå êîíôèãóðàöèè áåç çàðßäà ñ àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîé
ìåòðèêîé â îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, ñîîòíåñåííîé ñ óäàëåííûì íàáëþäà-
òåëåì. Äàíà ïîëíàß õàðàêòåðèçàöèß ñòàòè÷åñêèõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ýéíøòåé-
íà, â ðàìêàõ èçâåñòíîé êëàññèôèêàöèè [13], â çàâèñèìîñòè îò ïðèíàäëåæíîñòè
ðàäèàëüíîé ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè ê îäíîìó èç ÷åòûðåõ âîçìîæíûõ òèïîâ, îò-
ëè÷àþùèõñß äðóã îò äðóãà àñèìïòîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì â ïðîòèâîïîëîæíîé îá-
ëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè èëè âáëèçè ñèíãóëßðíîñòè. Â ðàçäåëå 3 èçó÷àþòñß
óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß è ñâîéñòâà ôàíòîìíûõ çàðßæåííûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ãåî-
íîâ. Îòìåòèì, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àßõ ïðîâåäåííûé àíàëèç áåç ñóùåñòâåííûõ èçìå-
íåíèé ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé àñèìïòîòèêè Øâàðöøèëüäà  (àíòè) äåÑèòòåðà
(Sch/(A)dS−àñèìïòîòèêè) â îáëàñòè óäàëåííîãî íàáëþäàòåëß, õîòß, êîíå÷íî, òà-
êîå îáîáùåíèå çàäà÷è èìååò ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ.
1. Ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è â òåîðèè ãðàâèòèðóþùèõ ñêàëßðíûõ êîíôè-
ãóðàöèé











|g| d 4x , (1)
ãäå ε = ±1  çíàê êèíåòè÷åñêîãî ÷ëåíà ñêàëßðíîãî ïîëß (ε = −1 äëß ôàíòîì-
íîãî ïîëß), S  ñêàëßðíàß êðèâèçíà, F  2 -ôîðìà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëß,
V (φ)  ïîòåíöèàë ñàìîäåéñòâèß, à óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñêàëßðíîå ïðîèçâå-
äåíèå îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè. Ìåòðèêó ñòàòè÷åñêîãî ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè çàïèøåì â ôîðìå
ds2 = e2Ffdt2 − dr
2
f
− r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2) , (2)
ãäå ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè F è f çàâèñßò òîëüêî îò r.
Ýëåêòðîìàãíèòíûé ïîòåíöèàë, ñîâìåñòèìûé ñî ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, äëß
ñòàòè÷åñêîé êîíôèãóðàöèè èìååò âèä A = σ(r)dt , òàê ÷òî óðàâíåíèß Ìàêñâåëëà
F = dA , δF = 0 äàþò F = eF q
r
dt ∧ dr. Óäîáíî çàïèñàòü óðàâíåíèß Ýéíøòåéíà
â îðòîíîðìèðîâàííîì áàçèñå, ñîîòâåòñòâóþùåì ìåòðèêå (2), ÷òîáû èçáàâèòüñß îò
ëèøíèõ ìíîæèòåëåé. Ïîëíàß ñèñòåìà íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé, ðåäóöèðîâàííàß â
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÃÐÀÂÈÒÈÐÓÞÙÈÕ ÊÎÍÔÈÃÓÐÀÖÈÉ 9





− f − 1
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= 0 , (5)
ãäå øòðèõ îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî r.
Ìåòîä ðåøåíèß îáðàòíîé çàäà÷è, ðàçâèòûé â ðàáîòàõ [15, 16, 17] äëß ÷èñòî
ñêàëßðíûõ êîíôèãóðàöèé, äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûì îáðàçîì îáîáùàåòñß íà ñëó÷àé
êîíôèãóðàöèé ñ ýëåêòðè÷åñêèì çàðßäîì. Îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
F = − ε
∞∫
r






























1− eF )dr , (8)
V˜ (r) ≡ V (φ(r))  êîîðäèíàòíàß ôóíêöèß ïîòåíöèàëà, ïîñòîßííûå èíòåãðèðîâà-
íèß âûáðàíû òàê, ÷òî m  ãðàâèòàöèîííàß ìàññà è Λ  êîñìîëîãè÷åñêàß ïîñòîßí-
íàß. Âûáèðàß ïðîèçâîëüíóþ ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ φ èëè çíàêîïîñòîßííóþ ôóíê-
öèþ φ′, ìîæíî ïîëó÷àòü êîíêðåòíûå ðåøåíèß ïðßìûì èíòåãðèðîâàíèåì, âû÷èñëßß
âíà÷àëå ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, çàòåì ïîòåíöèàë ñàìîäåéñòâèß V˜ êàê ôóíêöèþ ðà-
äèàëüíîé êîîðäèíàòû, à çàòåì ïîòåíöèàë V (φ) êàê ôóíêöèþ ïîëß. Çàìåòèì, ÷òî
ôîðìóëû (6), (7) âåðíû äëß ëþáîãî ñòàòè÷åñêîãî ðåøåíèß, áåç ïðåäïîëîæåíèß î
ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè φ, ïðè÷åì èõ ìîæíî ïðîâåðèòü ïðßìîé ïîäñòàíîâêîé â
óðàâíåíèß ïîëß (3)  (5). Õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ôóíêöèß f , óäîâëåòâîðßþùàß î÷å-
âèäíîìó ñîîòíîøåíèþ f = −〈dr, dr〉 , îáðàùàåòñß â íóëü èëè íà ãîðèçîíòå ñîáûòèé,
ãäå 1-ôîðìà dr 6= 0 ñòàíîâèòñß èçîòðîïíîé è f ′ > 0, èëè íà ãîðëîâèíå êðîòîâîé
íîðû, ãäå dr = 0 è f ′ = 0.
Ðåøåíèå (6)  (8) ïîçâîëßåò êëàññèôèöèðîâàòü è ïðîâåñòè îáùèé àíàëèç êîí-
ôèãóðàöèé ñ êëàññè÷åñêèì ñêàëßðíûì ïîëåì. Â ñëó÷àå ôàíòîìíûõ ïîëåé óäîáíî
ïðåîáðàçîâàòü äàííîå ðåøåíèå ê äðóãîìó âèäó, ßâíî ó÷èòûâàþùåìó ãåîìåòðèþ
è òîïîëîãèþ òàêèõ êîíôèãóðàöèé, êàê êðîòîâûå íîðû è òîïîëîãè÷åñêèå ãåîíû.
Ôóíêöèß ξ(r) ñòðîãî ìîíîòîííà íà R+, ïîñêîëüêó ξ′ = eF , ïîýòîìó ξ ìîæåò áûòü
âûáðàíà â êà÷åñòâå íîâîé ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû. Ïîäñòàâëßß dξ = eFdr â ìåòðè-
êó (2) è ôîðìóëû (6), (7), è èñïîëüçóß îáîçíà÷åíèå A = fe2F , ìû ìîæåì çàïèñàòü
ìåòðèêó è èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû îáùåãî ðåøåíèß îáðàòíîé çàäà÷è â êîîðäèíà-
òàõ (t, ξ, θ, ϕ) â âèäå (èíäåêñ ξ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå)
ds2 = Adt2 − dξ
2
A
− r2 (dθ2 + sin2 θ dϕ2) , (9)
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φξ =
√



























ãäå a  ïîñòîßííàß, à ôóíêöèß r(ξ) êëàññà C2 âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèß äîëæíà
óäîâëåòâîðßòü óñëîâèþ rξξ < 0 èëè rξξ > 0 äëß ε = 1 è ε = −1 ñîîòâåòñòâåííî. Â
òàêîì ïîäõîäå ëþáàß íåîòðèöàòåëüíàß âûïóêëàß ôóíêöèß r(ξ) ìîæåò áûòü âûáðà-
íà â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè âìåñòî ïîëåâîé ôóíêöèè φ(r) êàê ïðè ïîëó÷åíèè
êîíêðåòíûõ ðåøåíèé, òàê è ïðè îáùåì àíàëèçå êëàññîâ êîíôèãóðàöèé. Ïîëåâóþ è
ìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèè ìîæíî íàéòè ïî çàäàííîé ôóíêöèè r(ξ) ïðßìûì èíòåãðè-
ðîâàíèåì. Èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû îáùåãî ðåøåíèß îáðàòíîé çàäà÷è â ôîðìå (9)
 (12) áûëè ïîëó÷åíû ðàíåå â ïðåäïîëîæåíèßõ ε = 1 , q = 0 â ðàáîòå [18] (à òàêæå,
â íåßâíîé ôîðìå, ìíîãî ðàíüøå â ðàáîòå [12]) ñîâåðøåííî äðóãèì ïóòåì, îäíàêî
èñïîëüçîâàíèå äàííîãî ïîäõîäà íàèáîëåå ýôôåêòèâíî, êàê âèäíî èç ïîñëåäóþùèõ
ðàññóæäåíèé, èìåííî äëß ôàíòîìíûõ ñêàëßðíûõ ïîëåé ñ ε = −1.
Ñäåëàåì äâà îáùèõ çàìå÷àíèß, êàñàþùèõñß äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Âî-ïåðâûõ,
âñþäó äàëåå ìû ñ÷èòàåì Λ = 0 è ðàññìàòðèâàåì ñàìîãðàâèòèðóþùåå ôàíòîìíîå
ñêàëßðíîå ïîëå ñ òî÷êè çðåíèß ñâîáîäíî äâèæóùåãîñß íàáëþäàòåëß, ðàñïîëîæåí-
íîãî (íàïðèìåð, â îêðåñòíîñòè Çåìëè) â àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêîé îáëàñòè ξ → +∞,
ãäå êîîðäèíàòû âûáðàíû òàê, ÷òî
r = ξ + b+ o(1) , A = 1− 2m/r + o(1) , ξ → +∞ . (13)
Ïðßìàß ïîäñòàíîâêà àñèìïòîòèêè (13) äëß r(ξ) â (11) äàåò ñëåäóþùóþ ôîðìóëó





Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷êè çðåíèß óäàëåííîãî íàáëþäàòåëß, èçìåðßþùåãî ïàðàìåòðû
îðáèò ïðîáíûõ ÷àñòèö, ìàññà ìîæåò èìåòü ëþáîå çíà÷åíèå, â òîì ÷èñëå áûòü îòðè-
öàòåëüíîé èëè ðàâíîé íóëþ. Â ïðîòèâîïîëîæíîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè
(åñëè îíà âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèß ôóíêöèè r(ξ)), ò. å. ïðè ξ → −∞ , àñèìï-
òîòèêà ìåòðèêè è ñâîéñòâà êîíôèãóðàöèè îïðåäåëßþòñß àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîë-
æåíèåì ðåøåíèß ÷åðåç ãîðëîâèíó êðîòîâîé íîðû èëè ãîðèçîíò ñîáûòèé.
Âî-âòîðûõ, ïîñêîëüêó ðåøåíèå (9)  (12) èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ
ξ → ξ + λ , λ ∈ R , òî äëß óñòðàíåíèß ïðîèçâîëà íà ôóíêöèþ r(ξ) íåîáõîäèìî íà-
ëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå, ñîâìåñòèìîå ñ äàííîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Ìîæíî
áûëî áû â (13) ïîëîæèòü b = 0, òîãäà a = 3m, êàê â ôîðìóëàõ (6)  (8), îäíàêî ìû
ñîõðàíèì ýòîò ïðîèçâîë è áóäåì ôèêñèðîâàòü âûáîð r(ξ) íàèáîëåå óäîáíûì îáðà-
çîì â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàß, ÷òî ôóíêöèß r(ξ) íåîòðèöàòåëüíà è
rξξ > 0 âî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèß. Åñëè r(ξ) èìååò ìèíèìóì r0, òî íà îñíîâàíèè
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îòìå÷åííîé âûøå èíâàðèàíòíîñòè ìû áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ξ = 0
òî÷êîé ìèíèìóìà, ò. å. r(0) = r0. Àíàëîãè÷íî, åñëè r(ξ) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò
íóëåâîãî çíà÷åíèß, r(ξ0) = 0, òî áóäåì ñ÷èòàòü ξ0 = 0, òàê ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèß r(ξ) îïðåäåëåíà íà ñåãìåíòå [ 0 ,∞). Íàêîíåö, åñëè r(ξ) ìîíîòîííî âîç-
ðàñòàåò îò êîíå÷íîãî çíà÷åíèß r(−∞) > 0, òàê ÷òî r → r(−∞) + 0 ïðè ξ → −∞,
òî áóäåì ñ÷èòàòü b = 0 â àñèìïòîòèêå (13), ò. å. r ∼ ξ + o(1) , ξ → ∞. Î÷åâèä-
íî, ÷òî ýòè âîçìîæíîñòè, ïðåäñòàâëåííûå ãðàôè÷åñêè íà Ðèñ. 1, èñ÷åðïûâàþò âñå










Ðèñ. 1: Âîçìîæíûå òèïû ôóíêöèè r(ξ). Íà ïðàâûõ âåòâßõ êðèâûõ àñèìïòîòèêà îäèíà-
êîâà è èìååò âèä r = ξ+b+o(1) , ξ → +∞ . Íà ëåâûõ âåòâßõ êðèâûõ, ò. å. ïðè ξ → −∞,
r ∼ α|ξ|k (k > 1) íà êðèâîé 1, r = −αξ + b¯ + o(1) (α > 0) íà êðèâîé 2 è r = b¯ + o(1) íà
êðèâîé 3. Êðèâàß 4 óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ r(0) = 0 è îïðåäåëßåò ñèíãóëßðíûå ÷åðíûå
äûðû è ãîëûå ñèíãóëßðíîñòè.
2. Êîíôèãóðàöèè ñ ôàíòîìíûì ñêàëßðíûì ïîëåì áåç çàðßäà






dξ , A = 2r2I(ξ, a) , f = r2ξ A , φξ =
√
rξξ/r . (15)
I. Êðîòîâûå íîðû è ðåãóëßðíûå ÷åðíûå äûðû. Ê äàííîìó êëàññó îòíîñßòñß, â
÷àñòíîñòè, ðåøåíèß ñ àñèìïòîòèêîé









, ξ → −∞ , α > 0 , b¯ ∈ R , c > 0 , (16)
ïðè÷åì åñëè c = 0, òî d 6 0 è ò. ä. Çíàê ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè A îïðåäåëßåòñß
çíàêîì èíòåãðàëà I(ξ, a), êîòîðûé äîñòèãàåò ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà â òî÷êå
ξ = a, à ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè ßâëßåòñß ñòðîãî ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé
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è, ñîîòâåòñòâåííî, óáûâàþùåé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé ξ. Ïîýòîìó êîíôèãóðàöèß ñ
àñèìïòîòèêîé (16) ìîæåò áûòü èëè êðîòîâîé íîðîé, èëè ÷åðíîé äûðîé ñ îäíèì
ãîðèçîíòîì ñîáûòèé.
Ïóñòü, âíà÷àëå, α > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë I(ξ, a) ñõîäèòñß ïðè ξ → −∞.
Òîãäà èç (15) ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå








− 2(b¯c+ αd)I(−∞, a)
)
, ξ → −∞ . (17)
Â îáëàñòè ξ < 0 èç (16) íàõîäèì: αξ = b¯ − r + αc/r + α(b¯c + αd)/r2 + o(r−2)
ïðè r → ∞. Ïîäñòàâëßß ýòî âûðàæåíèå â (17), ëåãêî óâèäåòü, ÷òî â êîîðäèíàòàõ
(τ, r), ãäå τ = t/α, ìåòðèêà è àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèß ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé
â îáëàñòè ξ < 0 ïðèìóò âèä
ds2 = A1dτ2 − dr
2
A2
− r2 (dθ2 + sin2 θ dϕ2) ,
A1 = 2α2I(−∞, a)r2 + 1− 2(b¯− αa)3r + o(1/r) , A2 = A1 + o(1/r) , r →∞ .
Òàêèì îáðàçîì, åñëè I(−∞, a) > 0, òî êîíôèãóðàöèß ßâëßåòñß êðîòîâîé íîðîé
ñ ïëîñêîé èëè Sch/AdS−àñèìïòîòèêîé â ïðîòèâîïîëîæíîé îò íàáëþäàòåëß
îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Åñëè I(−∞, a) < 0, òî ìû èìååì ðåãóëßðíóþ
÷åðíóþ äûðó ñ Sch/dS−àñèìïòîòèêîé ïîä ãîðèçîíòîì ñîáûòèé.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ êîíôèãóðàöèé ëåãêî âûâåñòè
èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé. Ó êðîòîâîé íîðû ìåòðè÷åñêàß ôóíêöèß A âñþäó
ïîëîæèòåëüíà. Ãîðëîâèíà êðîòîâîé íîðû çàäàåòñß óðàâíåíèåì ξ = 0 è íà ýòîì
ïîäìíîãîîáðàçèè ðàäèàëüíàß ôóíêöèß r(ξ) ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, à
õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ôóíêöèß f è åå ïðîèçâîäíàß fξ ðàâíû íóëþ. Ó ÷åðíîé äûðû
ìåòðè÷åñêàß ôóíêöèß A îáðàùàåòñß â íîëü â íåêîòîðîé òî÷êå ξ = ξ0, ïîýòîìó õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêàß ôóíêöèß ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà÷åíèß èëè â îäíîé òî÷êå ξ = 0,
åñëè íóëè ôóíêöèé rξ è A ñîâïàäàþò â ýòîé òî÷êå, èëè â äâóõ òî÷êàõ, åñëè ξ0 6= 0. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå, åñëè ξ0 < 0, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàß ôóíêöèß èìååò îäèí ìèíè-
ìóì â òî÷êå ξ = 0 è îäèí ìàêñèìóì â èíòåðâàëå (ξ0 , 0), à åñëè ξ0 > 0, òî îíà èìååò
îäèí ìàêñèìóì â òî÷êå ξ = 0 è îäèí ìèíèìóì â èíòåðâàëå (0 , ξ0). Îòìåòèì, ÷òî
åñëè ξ0 < 0, òî äëß óäàëåííîãî íàáëþäàòåëß òàêàß ÷åðíàß äûðà ìîæåò âûãëßäåòü
êàê êðîòîâàß íîðà, ó êîòîðîé çà ãîðëîâèíîé (ñêîëü óãîäíî ìàëîãî ðàäèóñà r(0))
ðàñïîëîæåí (ñêîëü óãîäíî äàëåêî) ãîðèçîíò ñîáûòèé. Â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ â
ïðîòèâîïîëîæíîé îò íàáëþäàòåëß îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè øâàðöøèëüäîâà
ìàññàm = (b¯−αa)/3 ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèß, ñêàëßðíîå ïîëå φ→ const
ïðè r →∞, à ïîòåíöèàë ñàìîäåéñòâèß âñþäó ðåãóëßðåí.
Åñëè α = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, I(ξ, a) → −∞ ïðè ξ → −∞, òî ìû èìååì ðåãó-
ëßðíóþ ÷åðíóþ äûðó ñ ãåîìåòðèåé ïî òèïó àíèçîòðîïíîé âñåëåííîé Êàíòîâñêîãî -
Ñàêñà â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè ξ → −∞ ïîä ãîðèçîíòîì ñîáûòèé. Íàïðèìåð,
ïðè b¯ 6= 0 èíòåãðèðóß ïî ÷àñòßì â (16), íàõîäèì, ÷òî A = −ξ2/b¯2 + O(ξ) è r → b¯









dt2 − b¯2(dθ2 + sin2 θ dϕ2) ,
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ãäå â ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèßõ äëß ïðîñòîòû çàïèñè îïó-
ùåíû ñëàãàåìûå ïîðßäêà O(1/ξ3), O(ξ) è O(1/ξ) ñîîòâåòñòâåííî. Ãåîìåòðèß âñå-
ëåííîé Êàíòîâñêîãî -Ñàêñà â ðàññìàòðèâàåìîì êîíòåêñòå èçó÷åíà â ðàáîòå [13], ãäå
è áûëè âïåðâûå îáíàðóæåíû ðåãóëßðíûå ÷åðíûå äûðû ñ ôàíòîìíûì ñêàëßðíûì
ïîëåì. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àßõ êîîðäèíàòà ξ ñòàíîâèòñß âðåìåííîé
ïîä ãîðèçîíòîì ñîáûòèé, à t  ïðîñòðàíñòâåííîé.
Àñèìïòîòèêà áîëåå îáùåãî âèäà, ÷åì (16), íàïðèìåð r ∼ α|ξ|k ïðè ξ → −∞,
ãäå k > 1 âñëåäñòâèå òðåáîâàíèß rξξ > 0, äàåò
A = 2α2I(−∞, a)|ξ|2k + α|ξ|
2−2k
α2(2k − 1) + o
(|ξ|2−2k) , r →∞ .
Åñëè I(−∞, a) < 0, òî ðåøåíèå îïèñûâàåò ðåãóëßðíóþ ÷åðíóþ äûðó ñ ãåîìåòðèåé
ïî òèïó âñåëåííîé Êàíòîâñêîãî -Ñàêñà â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè ξ → −∞ ïîä
ãîðèçîíòîì ñîáûòèé. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àßõ óäîáíî ïåðåéòè ê êîîðäèíàòàì (t, r),
ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèß dξ2 =
{
k2α2|ξ|2k−2 + o(|ξ|2k−2)} dr2. Åñëè I(−∞, a) > 0,
òî ðåøåíèå îïèñûâàåò êðîòîâóþ íîðó ñ AdS−àñèìïòîòèêîé â ïðîòèâîïîëîæíîé
îò íàáëþäàòåëß îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Åñëè I(−∞, a) = 0, òî ìû èìååì
êðîòîâóþ íîðó ñ ìåòðèêîé ds2 = dt2/r2−2/k − k2/(2k− 1)dr2− r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2) â
àñèìïòîòèêå r →∞ (â ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèßõ îïóùåíû ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïî-
ðßäêà ìàëîñòè). Â òàêîé ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâî-âðåìß íà áîëüøîì óäàëåíèè çà
ãîðëîâèíîé êðîòîâîé íîðû âûãëßäèò ¾çàñòûâøèì¿ äëß óäàëåííîãî íàáëþäàòåëß
â òîì ñìûñëå, ÷òî ôîòîíû èñïûòûâàþò áåñêîíå÷íîå êðàñíîå ñìåùåíèå, à îòíî-
ñèòåëüíûå ñêîðîñòè ÷àñòèö ñòðåìßòñß ê íóëþ. Åñëè ðàäèàëüíàß ôóíêöèß â ýòîé
îáëàñòè âîçðàñòàåò åùå áûñòðåå, íàïðèìåð ïî çàêîíó r ∼ α|ξ|k exp(βξ) (β < 0),
ξ → −∞, òî ïî-ïðåæíåìó ðåàëèçóþòñß òðè òèïà ðåøåíèé è òîëüêî îíè, ïðè÷åì
êà÷åñòâåííî ñ òåì æå ñàìûì ïîâåäåíèåì.
II. Òîïîëîãè÷åñêèå ãåîíû. Òàê íàçûâàþòñß ôàêòîðìíîãîîáðàçèß M/Z2, ãäå M
 êðîòîâàß íîðà, ñèììåòðè÷íàß îòíîñèòåëüíî ãîðëîâèíû, à ãðóïïà Z2 ïîðîæäåíà
èçîìåòðèåé ξ → −ξ. Ìû ïîëó÷èì ñèììåòðè÷íóþ êðîòîâóþ íîðó è òîïîëîãè÷åñêèé
ãåîí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r(ξ)  ÷åòíàß ôóíêöèß è a = 0 (ïðè ýòèõ óñëîâèßõ
ôóíêöèè r2ξ , I(ξ, 0) è A(ξ) òàêæå ÷åòíûå). Ïóñòü ôóíêöèß r(ξ) ÷åòíàß è ãëàäêàß
â îêðåñòíîñòè íóëß, òîãäà ïðè r → 0
r = r
0
























Äëß òîïîëîãè÷åñêîãî ãåîíà, âîîáùå ãîâîðß, ñêàëßðíîå ïîëå äîëæíî ðàññìàòðè-
âàòüñß êàê ñå÷åíèå îäíîìåðíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèß ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé
Z2, ïîñêîëüêó ïðè åãî òðàêòîâêå êàê ôóíêöèè ÷àñòü ðåøåíèé áóäåò ïîòåðßíà [19].
Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèè ïåðåõîäà (t, ξ, θ, ϕ, φ)→ (t, ξ′, θ′, ϕ′, φ′) ìåæäó êàðòàìè
ðàññëîåíèß òàêîâû, ÷òî φ′ = ±φ. Êàê âèäíî èç (18), íèæíèé çíàê ñ íåîáõîäèìî-
ñòüþ ðåàëèçóåòñß â íåêîòîðûõ ôóíêöèßõ ïåðåõîäà, åñëè α 6= 0; òîãäà ñêàëßðíîå
ïîëå ßâëßåòñß íå÷åòíîé ôóíêöèåé è ìåíßåò çíàê íà òîïîëîãè÷åñêîé îñîáåííîñòè
ãåîíà (íà ïîäìíîãîîáðàçèè, çàäàííîì óðàâíåíèåì ξ = 0). Åñëè æå α = 0, òî φ
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ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñß êàê ôóíêöèß íà M/Z2, êîòîðàß äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà
òîïîëîãè÷åñêîé îñîáåííîñòè.
III. Ñèíãóëßðíûå ÷åðíûå äûðû è ãîëûå ñèíãóëßðíîñòè. Ê äàííîìó êëàññó îòíî-
ñßòñß ðåøåíèß, îïðåäåëßåìûå ðàäèàëüíîé ôóíêöèåé, óäîâëåòâîðßþùåé óñëîâèþ
r(0) ≡ r0 = 0. Ïîñêîëüêó rξξ > 0, òî r = o(ξ) ïðè ξ → 0 + 0 è èíòåãðàë I(ξ, a)
ðàñõîäèòñß. Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïðè a 6 0 ðåøåíèß ïðåäñòàâëßþò ñîáîé
ãîëûå ñèíãóëßðíîñòè, à ïðè a > 0  ÷åðíûå äûðû ñ ñèíãóëßðíîñòüþ â öåíòðå.
Åñëè r(ξ)  ãëàäêàß ôóíêöèß â îêðåñòíîñòè íóëß è r ∼ αξk (k > 2) ïðè r → 0+ 0,
















dr2 − r2 (dθ2 + sin2 θ dϕ2) ,
ãäå â äâóõ ïåðâûõ ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèßõ îïóùåíû ÷ëåíû áîëåå âûñîêîãî ïîðßäêà
ìàëîñòè. Êàê è â ãåîìåòðèè Øâàðöøèëüäà ïðè âñåõ k > 2 ÷åðíàß äûðà (a > 0)
èìååò ïîä ãîðèçîíòîì ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíóþ ñèíãóëßðíîñòü. Ãîëûå
ñèíãóëßðíîñòè (a 6 0) êà÷åñòâåííî ïîäîáíû øâàðöøèëüäîâîé ãîëîé ñèíãóëßðíî-
ñòè ñ îòðèöàòåëüíîé ìàññîé. Àíàëèç ïîâåäåíèß ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âáëèçè ñèí-
ãóëßðíîñòåé ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè r(ξ) ñòðåìèòñß ê íóëþ ïðè r → 0 + 0 áûñòðåå,
÷åì ïî ñòåïåííîìó çàêîíó, òî õàðàêòåð ðåøåíèé êà÷åñòâåííî íå ìåíßåòñß.
3. Çàðßæåííûå òîïîëîãè÷åñêèå ãåîíû
Ðåøåíèå (9)  (12) ïðåäñòàâëßåò ñèììåòðè÷íóþ êîíôèãóðàöèþ ñ èçîìåòðèåé
ξ → −ξ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà r(ξ) ÷åòíàß ôóíêöèß è â ïîäûíòåãðàëüíîì
âûðàæåíèè â (11) ñòîèò íå÷åòíàß ôóíêöèß, ïîñêîëüêó òîëüêî ïðè ýòèõ óñëîâèßõ






















dξ , A = 2r2I(ξ, q) . (20)
Åñëè I(0, q) 6 0, òî óäàëåííûé íàáëþäàòåëü âèäèò îáû÷íóþ ÷åðíóþ äûðó, ó êî-
òîðîé, îäíàêî, ïîä ãîðèçîíòîì ñîáûòèé âìåñòî ñèíãóëßðíîñòè íàõîäèòñß ãîðëî-
âèíà êðîòîâîé íîðû, à çà íåé  çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íàß îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà-
âðåìåíè. Äëß ÷åòíîé ôóíêöèè r(ξ) ôîðìóëû (20) áóäóò îïðåäåëßòü çàðßæåííóþ
ñèììåòðè÷íóþ êðîòîâóþ íîðó èëè òîïîëîãè÷åñêèé ãåîí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà I(0, q) > 0. Î÷åâèäíûì äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëß ýòîãî ßâëßåòñß âûïîëíå-
íèå íåðàâåíñòâà q 6 r0/
√
2 (çäåñü è äàëåå ìû äëß îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî
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q > 0), ïîýòîìó çàðßæåííûå òîïîëîãè÷åñêèå ãåîíû ñóùåñòâóþò ïðè ëþáîì âûáîðå
÷åòíîé ôóíêöèè r(ξ).
Äëß àñèìïòîòè÷åñêè ïëîñêèõ êîíôèãóðàöèé ñ Λ = 0 ðàçëîæåíèå (13), óòî÷íåí-
íîå ïî âêëàäó ýëåêòðè÷åñêîãî çàðßäà, ïðèíèìàåò âèä





o(1) , ξ → +∞ , (21)
èëè, â êîîðäèíàòàõ (t, r),





+O(r−3) , r →∞ , m = a+ b
3
. (22)
Òàêèì îáðàçîì, â àñèìïòîòè÷åñêîé îáëàñòè ìåòðèêà ãåîíà ôîðìàëüíî ñîâïàäà-
åò ñ ìåòðèêîé Ðåéññíåðà-Íîðäñòðåìà, ïðè÷åì ãðàâèòàöèîííàß ìàññà ïî-ïðåæíåìó
âû÷èñëßåòñß ïî ôîðìóëå (14). Îäíàêî òåïåðü ïîñòîßííàß a íå ïðîèçâîëüíà, à îïðå-
äåëßåòñß ÷åðåç èíòåãðàë (19), ò. å. çàâèñèò è îò âåëè÷èíû çàðßäà, è îò ïîâåäåíèß
ôóíêöèè r(ξ) íà âñåé ïîëóïðßìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèß ìàññû è çàðßäà îêàçû-
âàþòñß ñâßçàííûìè âåëè÷èíàìè. Èìåß ââèäó âîçìîæíîå ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ
ðåøåíèé ê ìîäåëèðîâàíèþ ðåàëüíûõ ÷àñòèö, êîòîðûå ìîãëè âîçíèêàòü â ðàííåé
Âñåëåííîé íà ñòàäèè èíôëßöèè çà ñ÷åò òàê íàçûâàåìûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïåðåñòðî-
åê (topology change [8, 9]), âûßñíèì, â êàêîé îáëàñòè çíà÷åíèé ìàññû m, çàðßäà q
è ¾ðàçìåðà¿ r0 = r(0) ìîæåò ñóùåñòâîâàòü çàðßæåííûé òîïîëîãè÷åñêèé ãåîí. Îò-
ìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ýòèõ òðåõ, â ïðèíöèïå èçìåðßåìûõ ïàðàìåòðîâ, ïàðàìåòð
b îñòàåòñß ñâîáîäíûì; îí óäîâëåòâîðßåò åäèíñòâåííîìó è î÷åâèäíîìó îãðàíè÷å-
íèþ b < r0 (ñì. Ðèñ. 1) è ìîæåò ïðèíèìàòü, â ÷àñòíîñòè, ëþáûå îòðèöàòåëüíûå
çíà÷åíèß.
Èíâàðèàíòíîñòü ðåøåíèß (9)  (12) îòíîñèòåëüíî ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
r → r/λ , ξ → ξ/λ , s→ s/λ , m→ m/λ , q → q/λ , V → λ2V
ñâîäèò ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ ê èçó÷åíèþ îáëàñòè çíà÷åíèé òîëüêî äâóõ ïàðà-
ìåòðîâ: q/m è r0. Íàèáîëåå çíà÷èìûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëßåò âîïðîñ î òîì, íàñêîëü-
êî âåëèêî ìîæåò áûòü îòíîøåíèå çàðßäà ê ìàññå. Â ìåòðèêå Ðåéññíåðà-Íîðäñòðåìà
ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûå ðåøåíèß  ÷åðíûå äûðû  âîçíèêàþò ïðè q/m 6 1 (ïðè
q/m > 1  ãîëûå ñèíãóëßðíîñòè), ò. å. ïðè íåðåàëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèßõ ìàññû,
åñëè ïîëàãàòü, ÷òî q îãðàíè÷åíî ñíèçó âåëè÷èíîé ïîðßäêà çàðßäà ýëåêòðîíà. Â
íàøåì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâà îöåíêà




































Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî îòíîøåíèå q/m ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñêîëü
óãîäíî áîëüøèì ïîñðåäñòâîì ïîäõîäßùåãî âûáîðà âåëè÷èí q/r0 è b/r0, ïðè÷åì
âûáîð ïàðàìåòðà b ïîçâîëßåò âàðüèðîâàòü ðàçìåð ãåîíà r0. Äëß ýëåêòðîíà q ∼
16 ÑÎËÎÂÜÅÂ Ä.À., ÖÈÐÓËÅÂ À.Í., ×ÅÌÀÐÈÍÀ Þ.Â.
10−34ñì , m ∼ 10−55ñì (â ãåîìåòðè÷åñêèõ åäèíèöàõ) è íåðàâåíñòâî q/m > 1021
äîñòèãàåòñß, íàïðèìåð, ïðè b = 0 è r0 ∼ 10−14ñì. Ãåîíû ñ òàêèìè ïàðàìåòðàìè
çàâåäîìî ñóùåñòâóþò, ïîñêîëüêó âûïîëíßåòñß äîñòàòî÷íîå óñëîâèå q 6 r0/
√
2.
Äëß ãåîíà ñ ýëåìåíòàðíûì çàðßäîì è çíà÷åíèåì ìàññû ïîðßäêà ïëàíêîâñêîé,









= 3m, b = 0 ,
ñ ìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé


































è îòíîøåíèåì q/m = 3r0/(piq) ∼ 1, ãäå ðàçìåð ãåîíà r0 ∼ m ∼ q.
Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ðàáîòå äàíà ïîëíàß õàðàêòåðèçàöèß âîçìîæíûõ êëàññîâ ðåøåíèé äëß
ñàìîãðàâèòèðóþùåãî ôàíòîìíîãî ñêàëßðíîãî ïîëß áåç çàðßäà ñ ïëîñêîé àñèìïòî-
òèêîé ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè â îêðåñòíîñòè óäàëåííîãî íàáëþäàòåëß. À èìåííî,
ïî çàäàííîé ðàäèàëüíîé ôóíêöèè r(ξ), âîçìîæíûé âèä êîòîðîé îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëåí âûøå, ìû ìîæåì äëß ëþáîãî çíà÷åíèß ñâîáîäíîãî ïàðàìåòðà a óñòàíîâèòü
òèï ñîîòâåòñòâóþùåé êîíôèãóðàöèè ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ âû-
÷èñëåíèé. Äëß êîíôèãóðàöèé ñ çàðßäîì óñòàíîâëåíû óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß ñèì-
ìåòðè÷íîé êðîòîâîé íîðû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîîòâåòñòâóþùåãî òîïîëîãè÷åñêîãî
ãåîíà. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò çàðßæåííûå ôàíòîìíûå êîíôèãóðàöèè, â ÷àñò-
íîñòè, òîïîëîãè÷åñêèå ãåîíû ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøèì îòíîøåíèåì çàðßäà ê ìàññå.
Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü íåïîñðåäñòâåííî èñïîëüçîâàíû, âî-ïåðâûõ,
äëß ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèß àñòðîôèçè÷åñêèõ ýêçîòè÷åñêèõ îáúåêòîâ íà
ñóáãàëàêòè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ, à âî-âòîðûõ, äëß ïîñòðîåíèß ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé ýêçîòè÷åñêèõ ÷àñòèö ñ ïëàíêîâñêèìè ïàðàìåòðàìè, êîòîðûå íåîáõîäèìû â
òåîðèè ðàííåé Âñåëåííîé äëß îáúßñíåíèß ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ íà ñòàäèè èíôëß-
öèè.
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